Der Funktionsbegriff

Eine Funktion driickt die Abhangigkeit einer Grél3e von einer anderen aus. Traditionell
werden Funktionen als Regel oder Vorschrift definiert, die eine Eingangsgrofie
(Argument, meist x) in eine Ausgangsgrof3e (Funktionswert, meist y) transformiert
(Uberfuhrt).

Schreibweise: f.A-> B, x> y=fXx)

Die Ausgangsmenge A heif3t Definitionsmenge D ¢ der Funktion f. Ihre Elemente
bezeichnet man haufig mit x. Ohne ausdrickliche Einschrdnkung meint D die
grolRtmogliche Definitionsmenge in IR.

Die Menge B heil3t Wertevorrat. Die Menge der zugeordneten Elemente, eine
Teilmenge von B, nennt man Wertemenge W ; der Funktion f. Inre Elemente bezeichnet
man haufig mit y; man nennt y Funktionswert von x.

Als Nullstelle einer Funktion f bezeichnet man eine Stelle mit dem Funktionswert 0. d.h.
Xo ist Nullstelle von f & f(xg) = 0.

Beispiel: y=f(x)=5x—-2 Jetzt setzt man fir x Zahlen ein um die dazugehdérigen
y - Werte zu bekommen.

Di= -2 <x< 2 Definitionsmenge ist deklariert!

Einsetzen: y=1(-2)=-12;y=1(-1)=-7;y=1(0) =-2; y=1(1)=3
y=1(2)=8

Im Koordinatensystem
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y

Die roten Punkte markieren die Werte, welche

durch das Einsetzten in der Funktion entstehen.

b Die gestrichelte blaue Linie markiert die

Verbindung der Punkte. Es handelt sich im

Ubrigen um eine lineare Funktion .

A 4

Hellgriin dargestellt ist die so genannte

Nullstelle . Dort wo die Wertelinie die x-Achse

schneidet.

Schauen wir uns nun einige wichtige Funktionen

an.

¢
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Die lineare Funktion

Eine Funktion mit der Form f: xi»y = f(x) = mx + q heisst lineare Funktion. Der Graph
der linearen Funktion ist eine Gerade mit der Gleichung y = mx + q.

Definition

Das m ist die Steigung der Gerade welche durch die Gleichung y = mx + g definiert ist.
Sie entspricht der ,Steilheit” der Gerade.

Das q ist der y-Achsenabschnitt. Er definiert wie weit oberhalb oder unterhalb des
Ursprungs (0/0) die Gerade die y-Achse schneidet.

Beispiel 1:  y =f(x) : + D Die Funktion ist jetzt definiert. Setzen wir nun Zahlen
fur x in die Funktion ein.
m

d Di= -2 <x< 2 Definitionsmenge ist deklariert!

Einsetzen: y=1-2)=-3;y=1(-1)=-1;y=f0)=1;y=11)=3
y=f(2)=5

Im Koordinatensystem

. Aus der Gleichung geht folgende hervor: m =2 und g = 1.

y ¢ Die Steigung ist also 2 und der y-Achsen-abschnitt ist 1.

Kontrollieren wir das beim Graphen.

/I\J
y

\Steigung: Das orange Dreieck hat horizontale

Ausrichtung Ax von 1 nach rechts und eine vertikale Ay

A\ 4

~ x von?2 nach oben.

y-Achsenabschnitt:  Mit g = 1 ist dieser definiert. Man

sieht, dass die Gerade die y-Achse im Punkt (0/1)

schneidet.

Zudem ist die Nullstelle (hellgrin) ersichtlich. Wiederum schneidet hier die Wertelinie
die x-Achse.

Beispiel 2:  y=f(x) =-3x -2 Daraus folgt: m=-3undq=-2

Wir haben also eine negative Steigung und einen negativen y-Achsenabschnitt. Was
bedeutet das nun fir den Graphen? Legen wir zuerst die Definitionsmenge fest und
setzten ein.

Di= -3<x< 3 Definitionsmenge ist deklariert!

Einsetzen: y=1(-3)=7;y=1(-2)=4,y=1(-1) =1,y =f0) = -2 ;
y=f(1)=-5;y=12)=-8;y=1(3) =-11
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Im Koordinantensystem

A
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Aufgaben

1) y = f(x) = 2x-4

Die Steigung ist negativ, da die Wertelinie
von links oben nach rechts unten verlauft.
Das orange Dreieck hat eine horizontale
Ausrichtung Ax von 1 nach rechts und eine
vertikale Ay von 3 nach unten. 3 nach
unten bedeutet -3.

Der y-Achsenabschnitt ist -2 da q= -2
definiert ist. Man sieht, dass die die
Wertelinie die y- Achse im Punkt (0/-2)
schneidet.

Zudem ist die Nullstelle  (hellgrin)
ersichtlich. Wiederum schneidet hier die
Wertelinie die x-Achse.

Bevor wir nun weitere Funktionen
betrachten tben wir das gelernte.

Di= -3<x< 3

Setze die 7 Zahlen aus der Definitionsmenge in die Funktion ein und Ubertrage
die Werte in ein Koordinatensystem. Verbinde die Wertepunkte und kennzeichne
das Steigungsdreieck, den y- Achsenabschnitt und die Nullstelle.

2a) y=f(x)=5x-4

Bestimme f(0), f(3), f(-5), f(-12)

b) Fur welche x gilt f(x) = 1, f(x) = 21, f(X) = 6

3) Lies aus unterem Graph die Steigung und den y- Achsenabschnitt ab und

definiere so die Funktion.

Xy
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Die Quadratfunktion

Eine Funktion mit der Form f: x—»y = f(x) = ax? + ¢ heisst quadratische Funktion. Der
Graph der linearen Funktion ist eine gebogene Kurve mit Scheitelpunkt welche durch
die Gleichung y = ax?+ ¢ definiert ist.

Definition

Das a ist daflur verantwortlich, ob die gebogene Kurve steil ist oder flach. Ist a negativ
so ist die gebogene Kurve nach unten gedéffnet.

Das c ist der y-Achsenabschnitt. Er definiert wie weit oberhalb oder unterhalb des
Ursprungs (0/0) die gebogene Kurve die y-Achse schneidet.

Beispiel 1.y =1(x) :B Die Funktion ist jetzt definiert. Setzen wir nun Zahlen
/ ‘ fur x in die Funktion ein.

a ¢ Di= -2 <x< 2 Definitionsmenge ist deklariert!
Einsetzen: y=1-2)=5;y=1(-1)=-1,y=1f0)=-3;y=1f(1)=-1
y=1f2)=5
Im Koordinatensystem
l Y1 Man sieht sehr gut wie sich die gebogene Kurve prasentiert.

Da a = 2 positiv ist die Kurve nach oben geotffnet. Sie ist recht

steil, das a = 2 grésser als 1 ist.

Da c = -3 ist schneidet die Kurve die y-Achse beim Punkt (0/-3).

):( Dieser Punkt ist gleichzeitig der Scheitelpunkt der Kurve und der
bekannte y — Achsenabschnitt.
Alle Kurven der quadratischen Funktion sehen in dieser Form
Beispiel 2 y =-0.5x%+ 2 Daraus folgt: a=-05undc=2

Wir haben ein a = -0.5 was eine eher flache Kurve bedeuten wird. Da es zudem negativ
ist wird sie gegen unten getffnet sein. Da ¢ = 2 ist wird der Scheitelpunkt im Punkt (0/2)
zu liegen. Legen wir zuerst die Definitionsmenge fest und setzten ein.

Di= -3<x< 3 Definitionsmenge ist deklariert!

Einsetzen: y=1(-3)=-25;y=1-2)=0;y=1f(-1) = 1.5;
y=f(0)=2;y=f(1)=15y=f2)=0;y=f(3)=-2.5
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Im Koordinatensystem

v i Man sieht es nun sehr gut wie sich die Werte fur a und

c auf die Kurve ausgewirkt haben. Der Scheitelpunkt

2 liegt wie erwartet im Punkt (0/2).

9 ]

> Zudem ist die Kurve gegen unten gedffnet, auch das
X konnte man erwarten, da a = -0.5 negativ ist.
? ? Die gebogene Kurve ist auch eher flach, da a zwischen
-1 und +1 liegt.
Aufgaben
1)  y=f(x)=-2x*+5 Di= -4 <x< 4

Setze die 9 Zahlen aus der Definitionsmenge in die Funktion ein und Ubertrage die
Werte in ein Koordinatensystem. Verbinde anschlieRend die Wertepunkte mit einer
Linie.

2) Zeichne folgende Funktionen alle in das gleiche Koordinatensystem. Nimm
immer die gleiche Definitionsmenge. D= -3 <x< 3

y =f(x) =x° y = f(x) = 3%° y=f) =053  y=f(xX)=-22
Markiere die Kurven mit vier unterschiedlichen Farben!

3) Versuche mit Hilfe der Kurven die entsprechenden Funktionen zu bestimmen!

a

Y
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Die Wurzelfunktion

Eine Funktion mit der Form f: x>y = f(X) = a+/x + ¢ heisst Wurzelunktion. Der Graph
der linearen Funktion ist immer flacher werdende Kurve welche durch die Gleichung

y = a+/x + ¢ definiert ist. Wichtig erscheint folgende Einschrankung. Die Wurzelfunktion
lasst keine negativen Werte fur x zu.
Definition

Das a bestimmt ob die Kurve schneller flach wird oder nicht. Zudem verlauft die Kurve
bei einem negativen Wert fir a spiegelverkehrt!

Das c ist der y-Achsenabschnitt. Er definiert wie weit oberhalb oder unterhalb des
Ursprungs (0/0) die gebogene Kurve die y-Achse schneidet.

Beispiel 1.y =1(x) :\/; Die Funktion ist jetzt definiert. Setzen wir nun Zahlen
S \ fir x in die Funktion ein.
a c
Df = {x=0;1;4;9;16;25} Definitionsmenge ist deklariert!

Einsetzen: y=f(0)=2;y=1f(1)=5;y=1(4) =8;
y=1(9) =11; y =(16) = 14; y = f(25) = 17

Im Koordinatensystem

A

y

Xr

Man sieht sehr gut das Abflachen der Kurve. Sie beginnt im Punkt (0/2) da c = 2 ist. Es
entspricht gerade dem y-Achsenabschnitt .

© Dominik Marty 6



Bespiel 2:  y=1f(x)=-2 Jx-1 Daraus folgt: a=-2undc=-1

Wir haben ein a = -2 was eine eher flache Kurve bedeuten wird. Da es zudem negativ
ist wird sie spiegelverkehrt sein. Da ¢ = -1 ist wird der Startpunkt der Kurve im Punkt
(0/-1) liegen. Legen wir zuerst die Definitionsmenge fest und setzten ein.

Df = {x=0;1;4;9;16;25} Definitionsmenge ist deklariert!

Einsetzen: y=f0)=-1;y=1(1)=-3;y=1(4) =-5;
y=1(9)=-7,y=1(16) =-9;y =f(25) = -11

Im Koordinatensystem

A

y

Xy

Man erkennt sehr schon wie die Kurve flacher wird. Da a = -2 ist die Kurve auf der
Lunteren* Seite. Zudem ist der y- Achsenabschnitt durch das ¢ = -1 klar definiert. Die
Kurve beginnt im Punkt (0/-1).
Aufgaben
1) y=f(x) = 2:/x -2 Df = {x=0;1;4;9;16;25}

Setze die 6 Zahlen aus der Definitionsmenge in die Funktion ein und Ubertrage

die Werte in ein Koordinatensystem. Verbinde anschlieend die Wertepunkte mit
einer Linie.

2) y =f(x) = 7Jx -5 Bestimme f(0), f(36), f(-9), f(81)

3) Zeichne folgende Funktionen alle in das gleiche Koordinatensystem. Nimm
immer die gleiche Definitionsmenge. Ds = {x=0;1;4;9;16;25}

y=1(x) = Vx y=fx)=3Vx  y=f(x)=-2x  y=f(x)=-4x -3
Achtung: Du brauchst dafiir eine ganze Seite im Heft, nimm sie quer!!

Markiere die Kurven mit vier unterschiedlichen Farben!
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Die Umkehrfunktion

Die Umkehrfunktion wird mit f'(x) gekennzeichnet. Es werden zuerst x und y
vertauscht. Anschlie3end wird die entstandene Funktion nach y aufgeldst. Hat man dies
gemacht erhalt man die Umkehrfunktion f(x). Die Wertemenge von f wird zur
Definitionsmenge von f*(x), die Definitionsmenge von f wird zur Wertemenge von f*(x).

Beispiel 1:  y=f(x)=2x-1 Di= -3<x<3

Einsetzen: y=1-3)=-7;y=1(-2) =-5;y =1(-1) =-3;
y=f0)=-1y=f(1)=1y=1(2) =3, y=f3) =5

Wie sieht nun die Umkehrfunktion f*(x) aus?

1. Schritt: x und y vertauschen: x=2y-1
2. Schritt: nach y aufldsen: y =f1(x) = XT+1
3. Schritt: Kontrolle durch Einsetzen der Wertemenge von oben in die
Umkehrfunktion.
Einsetzen: y=f}-7)=-3;y=f(-5)=-2 y (- 3)
y=f'1(-1)=0;y=f 1) =1y=f(3)=2 —f '(5)=3

Man sieht sehr gut, wie die Definitionsmenge und die Wertemenge vertauscht wurde.

Im Koodinatensystem

N

y

-t

~~
3

—

Man erkennt, dass die Funktion f(x) (rot

“"lFi(x)| dargestellt) eine lineare Funktion ist. Auch die

Umkehrfunktion f1(x) (blau dargestellt) ist eine

lineare Funktion. Sie wird an der

Winkelhalbierenden y = x gespiegelt.

Xvy

Merksatz:

Jede lineare Funktion hat eine Umkehrfunktion

welche an der Winkelhalbierenden gespiegelt

wird.

Wie sieht es nun fir eine Quadratfunktion aus? Im Beispiel auf der nachsten Seite
werden wir sehen, dass auch dort eine Spiegelung an der Winkelhalbierenden
vollzogen werden kann. Etwas wird aber anders sein.
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Beispiel 2: y=f(x)=x?+1 Di= -4 <x< 4

Einsetzen: y=1(-4)=17;y=1(-3)=10;y=1(-2) =5;y =1(-1) = 2;
y=f0)=1;y=f(1)=2;y=12) =5;y =f(3) = 10; y = f(4) = 17

Wie sieht nun die Umkehrfunktion f*(x) aus?

1. Schritt: x und y vertauschen: x=y?+1
2. Schritt: nach y aufldsen: y=f1(x) = Vx-1
3. Schritt: Kontrolle durch Einsetzen der Wertemenge von oben in die

Umkehrfunktion. Achtung: Unter der Wurzel keine negative Zahl.

Einsetzen: y=f*(17)=4;y=f"(10)=3;y=f"(5)=2;y=f"(2) = 1;
y=f'(@)=0

Fiir alle weiteren Werte fiir x < 1 in der Umkehrfunktion f*(x) gibt es keine Lésung.

Im Koordinatensystem

3

y

Man erkennt sehr gut,

dass die Umkehr-
funktion einer

Quadratfunktion die
Wurzelfunktion ist. Da

unter der Wurzel

keine negative Zahl

stehen darf ist von

/ der blauen Kurve nur

die ,Halfte" da.

Auch hier erkennt

man die Spiegelung

an der Winkel-

N halbierenden y = x.

4
.
o "

><V

Aufgaben

1) Bestimme die Umkehrfunktion von y = f(x) = -4x +2 Di= -4 <x< 4
2) Bestimme die Umkehrfunktion von y = f(x) = 2/x -1 Df = {x=0;1;4;9;16;25}

Ubertrage in beiden Aufgaben die Funktion und die Umkehrfunktion in ein Koordinaten-
system.
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